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Producto escalar de funciones.- Suponemos conjunto de todas las funciones (bien comportadas en un intervalo)
{f(x)} como un espacio vectorial.

5
Conocemos el producto escalar en R3de dos vectores con sus componentes: f - ¥ = fiv1 + foU, + f33
De forma similar se puede definir el producto escalar de dos funciones, en un intervalo:

Version con funciones discretizadas a p valores de un intervalo: f(x) - g(x) = 22:117 f(xn) g(x)

Version continua (depende del intervalo elegido [a,b] ): fx)-gx) = f: f(x) -gx)dx @D

Desarrollo en serie de Fourier.- Cualquier funcién f(x) periddica se puede expresar con componentes en una base
formada por las infinitas funciones siguientes: {I, cosx, cos 2x,... senx, sen 2x, sen 3x...}

Base de Fourier = {cosnx ,sennx} n=20,1,2...o

Cualquier funcién periddica se puede expresar:

f(x) = Ym0 (a,cosnx + b, sen nx) (1)

Paran =0 — cos 0 = 1: la primera componente de la serie es ap y sern 0 = 0 (no produce ninguna componente)
Vamos a comprobar que la base de Fourier es ortogonal. Para ello, utilizamos la definicién anterior de producto

escalar y elegimos el intervalo [-w, +7] (las bases son funciones periddicas de periodo L = 2z v el intervalo elegido
lo cubre). Planteamos los productos escalares de los elementos de la base:

+7 \

Para resolver las integrales planteadas se utilizan las
cos(n,x) - cosn, x - dx

oSN x - CoOSny x = f identidades trigonométrica siguientes:
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Para cuando n; = n, = n se utilizan:
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1 1
tr cos’*nx = 3 (1 +cos2nx) ; sen“nx = 3 (1 — cos 2nx)

sinnx - sinn, x = f
-1

+m
cosMqyx - sinn, x = f
-1

senn{ X - senn, x - dx

cosn;x -senn, x - dx

J

Para cuando 7, n; se utilizan:

COSM X : COSNyX = % [cos(n, + ny) x + cos(n, —ny) x]
1

Senn;X - sennyx = - [cos(n, —ny) x — cos(n, + ny) x]

i
COSM X - SeNMX = - [sen(n, + ny) x + sen(n, —ny) x|

Tras utilizar esas identidades trigonométricas, las integrales se convierten en inmediatas y ficilmente se obtienen
los resultados siguientes para los productos escalares de las funciones de la base:

COSMyX - COSNy X =TT - 6n1n2 Vemos que el producto escalar de dos
) _ sinj#n, da0;sin;=n,dan elementos distintos de la base resulta cero
sinnix - sinny x =1 - 8y m, (ortogonales) y el producto escalar de dos

cosnyx-sinn,x =0

elementos iguales de la base resulta @ (no
tienen modulo 1)

Calculo de los coeficientes a, v b, del desarrollo de Fourier

>
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Si se tratara de vector en R3: ¥ = v,&; + 1,6, + 1363 = v, = —= (silabase es ortonormal &, - &, = 1)
n'tn
De forma similar:
_ f(x)-cosnx _ 1 4m ) ) 1 m
"= osmn cosmy = = g g () -cosnx-dx (a0 =1[ /() dx) (1)
_ f(x)sennx _ 1 +m . . _
bp=_——"—"" = b,= ”f_n f(x) -sennx - dx (bo = 0) (IV)



Forma compleja del desarrollo Fourier: Queremos expresar (II) utilizando exponenciales e™*. Para ello
utilizaremos la formula de Euler: e** = cosx +1i-senx

Se aprovecha la oportunidad para demostrar esta famosa férmula. Utilizando el desarrollo de Taylor (I) del
resumen de V-1 en el entorno de x = 0:
. 2 3 4 5 2 4
e’ =1 +ix—’;—'— iZ—|+%+ l% 0 = (1 —x—+x—....00) +i(x—x—+—... 00) =cosx +i-senx
La parte real (primer paréntesis) es el desarrollo por Taylor de cos x en entorno de x = 0
La parte imaginaria (segundo paréntesis) es el desarrollo por Taylor de sen x en entorno x = 0
Una vez demostrada la férmula de Euler, la utilizamos para establecer las siguientes igualdades:
e™ = cosnx +1i-sennx

—inx

1 inx —inx i inx —inx
. = cosnx = —(e +e ); sennx=——(e — e )
e =cosnx —1l-sennx 2 2

Sustituimos en (II), y agrupamos términos:
g 1 inx —inx i 1 inx —inx o 1 i inx 4 1 i —inx
f(x)=2n:0[anz(e +e )—lbnz(e —e )]=Zn:0[z(an—lbn)e +5(an +iby)e ]
Llamamos C,, = %(an —iby,) y Cp= %(an + i b,), que son complejos conjugados, y ponemos:
fOO) = T [Cae™ + Cre™™] = TRZZ Cp €™ V)

Hemos extendido el sumatorio, tomando valores negativos de n, desde -0 a +o0, y consideramos que para valores

negativos de n, C_,, representa el conjugado C;,, y asi se pone la expresion de forma mas compacta.

Segun (I1I) y (I'V) los coeficientes complejos se calcularan de la siguiente forma:
1 1 +m 1 +m
Cy, =§(an_lbn) =%f_n f(x)-cosnx-dx —1i Ef_n f(x)-sennx-dx =

= ifj:f(x)[cos nx — isennx]dx = %fj:f(x) e—in%dy
Concluimos:  Cp =5 [T f() e ™dx y Cp=Co=5-[7f(0) e dx (VD)

Hagamos un cambio de variable x — y con objeto de que los limites de integracién para calcular los coeficientes,
en vez de abarcar el periodo concreto 2xn (entre —n y +m) abarquen un periodo general L (entre -L/2'y +L/2).
Para ello el cambio debe ser tal que se cumpla:

L
X=+m = y=+3 21 2m

L = x=—y - dx=—dy
X =—T —)y:—z L L
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Efectuamos el cambio en (V) y la serie de Fourier queda: f(y) = Y'=%,C, e ¢ 7
.2mtn

Se renombra de nuevo (da igual poner “y” o0 “x”) — f(x) = Zgzo_ooo C. et ” (VII)

) L . 2m
Efectuando el cambio en (VI), los coeficientes quedan: C,, = % f:t f(x) e "™dx = % f_+£2 fy)e Y ZT” dy
2

Simplificando y renombrando de nuevo “y “ por “x”, queda:

1 +% —i2mmy " 1 +% 42,
Cn = Zf—é f(X) e L “dx C_.n = Cn = Zf_ﬂ f(x) e L *dx (VIID)
z 2

Avance “motivacional”: la serie de Fourier serd util para lo que llamaremos ‘“cuantizacién candnica”, que
consistira en coger la funcion ¢(x) que representa a un campo y discretizarla (considerar puntos discretos de ella).
A continuacién, utilizando una versién discreta de la férmula (VII) (DFT), se desarrolla el campo con
transformada de Fourier. Entonces, los coeficientes C, pasaran a ser operadores de la mecénica cudntica.




